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基于多用户度分布优化的LDPC码构造方案

关梦生，朱敏，白宝明，刘彤
（西安电子科技大学空天地一体化综合业务网全国重点实验室，陕西 西安 710071）

摘 要：为了在多用户相关源情况下设计具有优秀性能的低密度校验（LDPC）码，参考点对点信道中LDPC码

的度分布优化算法，将其推广到多用户领域，并基于此设计了一套码构造方案。首先从多用户联合译码因子图

出发推导了迭代更新信息的概率密度函数和外部信息转移函数；然后以最大化用户和速率为目标，外部信息译

码收敛为条件，设计出适用于不同多用户场景下的数学优化模型，获得度分布参数；最后以该参数为基础，结

合代数循环移位值、环分布、最小距离等矩阵优化方案，设计了代数构造准循环LDPC码的流程。为验证方案有

效性，在不同场景下使用构造码字与现有的几种多用户构造码字进行对比。仿真结果表明，构造的单一速率

LDPC具有明显的性能优势，在此基础上扩展得到的速率兼容LDPC（RC-LDPC）码在一定码率区间内优于现有

方案的同时，也能较好地趋近单一速率构造的性能水平。
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Abstract: To design low-density parity-check (LDPC) codes with excellent performance in the multi-user related source 

scenario, the degree distribution optimization algorithm for LDPC codes in point-to-point channels was extended to the 

multi-user scenario, and based on this, a set of code construction schemes was developed. First, the iterative update infor‐

mation probability density function and external information transfer function were derived from the multi-user joint de‐

coding factor graph. Then, the mathematical optimization model was designed with the maximization of sum rate as the 

goal and the external information decoding convergence as the condition, the degree distribution parameters were ob‐

tained. Subsequently, based on these parameters and incorporating matrix optimization schemes such as algebraic cyclic 

shift values, cycle distribution, and minimum distance, a process for algebraically constructing quasi-cyclic LDPC codes 

was designed. To validate the effectiveness of the proposed scheme, the constructed codes were compared with existing 

multi-user constructed results across various scenarios. Simulation results show that the single-rate LDPC code has sig‐

nificant performance advantages, and the rate compatible LPDC (RC-LPDC) code extended from this framework not 

only outperforms existing schemes within a specific code rate range but also closely approaches the performance level of 

the single-rate construction.
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0　引言

低密度校验（LDPC, low-density parity-check）

码是一种由Gallager[1]提出的纠错码。它和Turbo码

以及Polar码是信道编码领域研究中最接近香农限

的几类码[2]。相比 Turbo码，LDPC 码有着更为简

便实用的译码方案；相比Polar码，LDPC码具有更

好的长码性能。因此在纠错码领域，LDPC码是目

前最有前景的编码方案之一，这也推动LDPC码成

为20世纪末期以及21世纪的研究热点。

LDPC 码的相关研究大部分集中在对结构化

LDPC码的构造方法和矩阵优化，以及设计更高纠

错性能和更低复杂度的译码算法上。其中，LDPC

码的构造可以简单地分为两大类。第一类是随机构

造，它通过在校验矩阵中随机地分布非零元素来构

造LDPC码，其中典型的代表是 PEG（progressive 

edge-growth）构造算法[3-5]。文献 [5]在构造过程

中，通过消除校验矩阵中的4-环，取得了逼近容量

限的性能，这也为之后的矩阵环优化构造提供了思

路。第二类是结构化构造，与前者不同，结构化构

造可以生成具有特定结构和性能特点的LDPC码。

它是一种灵活、可控、可预测、可优化的方法。目

前，结构化矩阵结构中，准循环（QC, quasi-cy‐

clic）- LDPC码是研究的重点。文献[6-7]提出了基

于有限几何的构造法，利用有限几何中的平面、线

和点等几何结构来生成校验矩阵。文献[8]进一步

尝试将多种二元和多元代数构造方式利用有限域以

及组合数学的知识统一到一个整体框架之中，为后

续进一步研究和改进 QC-LDPC 码构造提供了基

础[9-10]。文献[11]提出了一种方法用于构造仅由一

个指数指定的QC-LDPC码组，并优于相同情况5G

码的性能。文献[12]基于偏几何设计了 3种特定的

局部几何循环类，构造了 3类QC-LDPC长码。所

构造的码在采用置信传播迭代译码算法时，无论在

加性高斯白噪声信道还是删除信道中均表现良好。

然而，在多用户方面，LDPC码的构造情况则

相对复杂。当使用非正交信号时，对应的码设计和

译码分析比点对点（P2P, point to point）信道要困

难得多，但是相关源信息可以通过多用户检测和联

合译码来得到。同时，稀疏结构的采用使得译码端

能够以低复杂度控制来自其他用户的干扰。鉴于上

述情况，许多研究开始关注基于联合译码的多用户

LDPC码设计[13-17]。其中，文献[13]针对对称信道

引入了线性规划的外部信息转移（EXIT, extrinsic 

information transfer）图分析，进而将密度进化

（DE, density evolution）这一工具扩展到指导设计

非对称信道码字[14-15]。但是，这种方法一般采用差

分进化算法[15]，即通过随机筛选现有的度分布组

合来生成多个候选度分布，故而需要大量的操作来

评估它们的性能。考虑到与传统的DE相比，线性

规划的EXIT图分析可以高效利用整个度空间，文

献[18-21]进一步提出了借助EXIT函数指导设计多

用户LDPC码的方案。其中，文献[20]使用EXIT图

描述了一种用于不等功率两用户高斯多址信道的

LDPC码设计框架，设计了具有优异的有限长度性

能的LDPC码。文献[21]则推导了一个基于联合原

型的外在信息传递图来分析2个用户高斯多址接入

信道（GMAC, Gaussian multiple access channel）的

迭代用户译码行为，并分别为2个用户构建了不同

码率的基矩阵。该方法设计的LDPC码具有陡峭的

瀑布区，在高信噪比下具有目前最好的两用户性能

表现。

然而，对更多用户来说，EXIT图分析存在2个

局限性：首先，在两用户时，一般的高斯近似对于

译码过程中传递消息的概率密度函数（PDF, prob‐

ability density function）模拟不再准确；其次，基

于更精确模型的模拟 PDF再推导互信息表达式时

无法通过具体显式形式表示。其中，第一个问题可

以通过使用高斯混合（GMM, Gaussian mixture 

module）等其他模型拟合 PDF 来解决[15]。但是，

目前尚不清楚如何克服第二个问题，只能牺牲计算

复杂度从概念关系式计算。可以看出，在现有的多

用户信道的LDPC码设计中，无论是DE还是EXIT

图分析，都不能同时实现良好的性能和效率。考虑

到这些因素，文献[22]将两者结合，设计了先通过

具体模型拟合密度进化的PDF，然后基于EXIT函

数建立线性优化度分布模型的思路，设计了性能优

秀的QC-LDPC码。然而，一方面，它采用的近似

高斯模拟 PDF具有较大误差，设计的模型具有适

用局限性；另一方面，也未设计具体的优化算法。

因此，本文首先改为使用拉普拉斯-高斯混合模型

（LGMM, Laplace Gaussian mixture module）对多用

户密度进化的 PDF 函数进行拟合，提高精确度。

然后将基于EXIT函数的度分布优化数学模型根据

不同情况作出简化调整，简化复杂度。最后整合所
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有步骤设计了具体的多用户度分布优化算法，称为

密度进化-外部信息转移优化算法（DE-EXITOA, 

density evolution-extrinsic information transfer opti‐

mization algorithm）。该算法用于设计GMAC和高

斯干扰信道（GIC, Gaussian interference channel）

的QC-LDPC码度分布参数。在此基础上，本文进

一步结合P2P信道中的代数构造方案以及多种矩阵

优化方案，以 DE-EXITOA 的结果为输入，构造

QC-LDPC码以及速率兼容LDPC（RC-LDPC）码。

具体操作为：首先基于优化最小欧式距离的思想设

计QC-LDPC码基矩阵大致结构[23]；然后使用代数

循环移位值优化将其填充为循环移位矩阵[22]并对

其作基于围长约束条件[5-7]的环优化；最后使用矩

阵散列的方式得到校验矩阵。进一步地，以该矩阵

为母码，采用矩阵扩展生成RC-LDPC码[24-25]。

本文主要的研究工作如下。

1) 从多用户联合译码因子图出发，借助

LGMM模拟密度进化的边信息 PDF曲线，并根据

此推导对应的EXIT函数。在此基础上，将点对点

信道的度分布优化模型推广到一般多用户并设计度

分布优化算法。

2) 以多用户优化度分布输出结果为设计参数，

结合代数循环移位值、环分布、最小距离等矩阵优

化思路设计QC-LDPC码的构造算法，并进一步扩

展得到RC-LDPC码。

3) 仿真结果表明，在两用户情况下，基于这

种构造方案设计的单一速率QC-LDPC码性能优于

文献[15,20,22]中构造的码字，个别速率与文献[21]

的性能相近；在三用户的情况下，明显优于文献[22]

的设计码字。此外，扩展得到的RC-LDPC码在一

定码率区间内优于现有方案，并与单一速率的构造

性能相近。

1　基本原理

1.1　CPM-QC-LDPC码基础

如果描述一个LDPC码的校验矩阵H是由多个

相同大小的循环子矩阵组成的矩阵阵列，就称

LDPC码为QC-LDPC码。假设每一个循环矩阵M

大小为a × a，共m × n个子循环矩阵构成的校验矩

阵记为 H = { Mi,j }M × N，其中 M = m × a，N = n ×

a。考察该校验矩阵中的子矩阵Mi,j，如果它是非零

阵，则记为Ai,j。进一步地，对于Ai,j，如果它是行

列重量为“1”的满秩矩阵，则记作Qi,j。特别地，

一个由Qi,j和O矩阵组成的矩阵阵列H，描述了一

类 特 殊 的 QC-LDPC 码 ， 记 作 循 环 置 换 矩 阵

（CPM, circulant permutation matrices） -QC-LDPC

码，后续所涉及的QC-LDPC码和RC-LDPC码均是

基于该种码字结构，不再增加前缀。

设Qi,j = { qb,p }a × a是重量为1的循环满秩方阵，

考察其第一行元素{ q0,0,q0,1,⋯,q0,p,⋯,q0,a - 1 }，如

果其中的 q0,p为该行的唯一非零元素，则将该循环

子矩阵记为Q ( p ) i,j。为了方便描述，特别地，将

矩阵O记为 Q (-1)。这样一来，QC-LDPC 码所对

应的校验矩阵H可以表示为

H = { Q ( p ) i.j }ml × nl, -1 ≤ p < a (1)

HM × N =

é
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ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û
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ú

ú

ú
úú
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ú

ú

úQ ( p )0,0        Q ( p )0,1     ⋯    Q ( p )0,N - 1

Q ( p )1,0        Q ( p )1,1     ⋯    Q ( p )1,N - 1

    ⋮                   ⋮                            ⋮
Q ( p )M - 1,0  Q ( p )M - 1,1 ⋯  Q ( p )M - 1,N - 1

(2)

通常将矩阵Q ( p ) i,j 称作QC-LDPC码的CPM。

借助CPM及其相关参数a,p,i,j，可以快速通过矩阵

散列的方式还原出对应的校验矩阵H。而这种基于

CPM设计的QC-LDPC码在储存上可以直接借助移

位寄存器实现，同时由于其校验矩阵结构中，任意

子矩阵之间满足准行正交关系，在进行译码时也具

有相当的便捷性。因此，QC-LDPC码广泛应用于

5G等现代通信领域中。

1.2　QC-LDPC码代数构造

一直以来，对QC-LDPC码的构造方法大致分

为2类：一是基于图论的基模图构造，二是基于代

数的叠加构造。文献[8]尝试将QC-LDPC码的构造

方式统一在一个系统框架内，并指出基模图构造可

以看成代数构造的一种特例。故而，这里主要介绍

叠加构造的思想。

已知描述一个QC-LDPC码所对应的校验矩阵

H，其中CPM的阶数为 a × a，p代表其移位数值。

易知，如果一个矩阵记录了H中的CPM位置以及

对应位置的p，就可以通过矩阵散列的方式得到H。

将这样的矩阵称为循环移位矩阵P。进一步地，如

果将 P 中所有移位值元素记为“1”，否则记为

“0”，则可以得到对应的基矩阵 B，它仅描述了

CPM的对应位置。假设CPM大小 2 × 2，且P和B
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结构如式(3)所示，对应的校验矩阵H如式(4)所示。

P2 × 4 = é
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(4)

可以看出，对于一个QC-LDPC码来说，给定

CPM大小后，其校验矩阵可以由循环移位矩阵 P

唯一确定，同时其环分布和其基矩阵B是相互等价

的。所以QC-LDPC码构造算法如算法1所示。

算法1 QC-LDPC码构造算法

1) 初始化设计参数、码长、码率、度分布。

2) 根据一定的结构类型，设计稀疏结构的基

矩阵B。

3) 对基矩阵B根据设计的循环移位值表进行初

始填充得到对应P。

4) 对 P 进行分块，分析其中的待优化子矩阵

Ps，通过优化其移位值分布，得到子矩阵P ∗
s 和P ∗。

5) 对P ∗进行环分布检测，做环优化，得到P ∗
r 。

6) 根据CPM大小a和循环移位值p，P ∗
r 将散列

生成H。

值得注意的是，在环优化的过程中通常使用掩

模矩阵Z，其维度和B相同。

Z = { zi,j }m × n, zi,j ∈ { 0,1 } (5)

H = Z ∘ B ∘{ Q ( p ) i,j }m × n (6)

其中，∘代表矩阵的阿达马（Hadamard）乘积。

可见，通过设计合适的 Z可以保留或者删除基矩

阵中的非零元素，进而改变其环分布和最小

围长。

2　多用户LDPC码构造

2.1　构造优化思路

从 1.2节介绍的算法 1步骤出发，归纳优化思

路，主要包含以下几个方面。

步骤1)中，初始化设计参数时，根据不同的多

用户场景，使用DE-EXITAO优化得到度分布值。

步骤2)中，设计基矩阵B时，结合优化最小距

离方案设计B的初始结构[23]。

步骤3)和步骤4)中，生成P 及优化Ps时，采用

代数辅助构造方案[26]，确定其移位值和移位值分布。

步骤5)中，基于围长约束条件[27-28]进行反复的

环优化，并保留少量4-环和6-环。

其中，环优化等相关原理可以参考上述对应文

献，重点介绍第一方面。

2.2　多用户度分布优化

2.2.1　多用户密度进化及概率密度函数

参考P2P信道中的密度进化分析[11]，首先从对

应场景的译码因子图入手。图 1给出了 n个用户场

景下对任意用户 i,1 ≤ i ≤ n的联合译码因子图[17]。

设用户 i的发送符号为Xi ∈ {-1,+1 }，则n个用户的

发送端符号集合可以记为 S = {X k}2n

k = 1
，其中X k =

( X1,X2,⋯,Xn )。图1中以用户 i为视角，描述了固定

Xi = +1 的任意一种 X k 发送情况下，状态节点

（SN, state node）接收其余译码器信息并发送给该

用户的过程。设 l代表联合译码器的迭代轮次，SN

作为中间节点，它们接收符号Y以及各个用户与其

相关的变量节点（VN, variable node）的传递信息

VN
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VN
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图1　多用户联合译码因子图
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{ L(i )
Vs ( l ) }n

i = 1。这样一来，整个译码因子图包含2种

信息迭代：一是每个用户译码器中VN与校验节点

（CN, check node）的内部信息迭代，记为L(i )
VC ( l )和

L(i )
CV ( l )；二是所有用户之间借助 SN进行的外部信

息迭代，记为L(i )
Vs ( l )和L(i )

s ( l )。

首先，考察内部循环，每个用户 i,1 ≤ i ≤ n与

二元和积译码算法（SPA, sum product algorithm）

的原理相同[26]，设CV表示与变量节点V相连的所

有校验节点集合，VC 表示与校验节点C相连的所

有变量节点集合，L(i )
VC ( l )和L(i )

CV ( l )的更新记为

L(i )
VC ( l ) = L(i )

s ( l ) + ∑
C ′ ∈ CV \ { C }

L(i )
C ′V ( l )

L(i )
CV ( l + 1) = ∑

V ′ ∈ VC \ { V }

boxplus { L(i )
V ′C ( l ) } (7)

其中，L(i )
s ( l )表示状态节点对用户 i相关VN传递的

信息，L(i )
Vs ( l )、L(i )

s ( l )可以用集合形式表示为

L(i )
Vs ( l ) = {Li

Vs ( l )|X 1,⋯,Li
Vs ( l )|X 2n - 1}

L(i )
s ( l ) = {Li

s ( l )|X 1,⋯,Li
s ( l )|X 2n - 1} (8)

已知 ( X1,X2,⋯,Xn )为 n 个用户的发送符号序

列，Y对应接收符号，设 p (⋅)表示PDF，则对用户

i，外部循环传递信息表示为[13]

L(i )
Vs ( l ) = ∑

C ′ ∈ CV \ { C }

L(i )
C ′V ( l )

L(i )
s ( l ) = lb

p (Y|Xi = +1) P ( Xi = +1)
p (Y|Xi = -1) P ( Xi = -1)

(9)

结合式(7)~式(9)以及译码因子图迭代信息推导

DE 表达式的方法[22,29]，假设用户 i 满足度分布

( λ(i ),ρ(i ),dv,dc )，借助辅助函数Γ (⋅)[27]，可以得到其

多用户DE的PDF表达式为

p (L(i )
VC ( l ) )=∑

u=2

dv

λ(i )
u ( )p ( )L(i )

s ( l ) ⊗( )p ( )L(i )
CV ( l )

⊗(u-1)

p (L(i )
CV ( l+1) )=Γ -1(∑c=2

dc

ρ(i )
c (Γ ( p (L(i )

VC ( l ) ) ) )⊗(c-1) )
p ( )L(i )

Vs ( l ) = ∑
u = 2

dv

λ(i )
j

u

∑
u

λ(i )
u

u

( )p ( )L(i )
CV ( l )

⊗ (u - 1)

        (10)

然而，对于 L(i )
s ( l ) 的 PDF 表达式 p (L(i )

s ( l ) )，
目前只有在两用户情况下可以推导。更多用户的情

况一般使用近似拟合的方法，考虑到高斯模型以及

GMM 的 拟 合 误 差 ， 采 用 LGMM[30-31] 来 模 拟

p (L(i )
s ( l ) )。通常来说，LGMM 由 NAL 个拉普拉斯

分量和NG个高斯分量组成。给定α = (α1,⋯,αNAL
)，

μ = ( μ1,⋯,μNAL
)，β = ( β1,⋯,βNG

)，σ = (σ1,⋯,σNG
)，

ν = (ν1,⋯,νNG
)， λL = ( λL,1,⋯,λL, NAL

)， λR = ( λR,1,⋯, 

λR, NAL
)，PDF模拟表达式记为

pLGMM ( L|α,μ,λL,λR,β,ν,σ ) =

∑
q = 1

NAL

αq pAL ( L|μq,λL,q,λR,q ) +∑
j = 1

NG

β j pG ( L|νj,σj )
 
(11)

其中，∑
q = 1

NAL

αq +∑
j = 1

NG

β j = 1，pAL (⋅)和 pG (⋅)分别代表拉

普拉斯概率密度函数和高斯概率密度函数，具体为

pAL( x|μ,λL,λR ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

eλL ( x - μ )

λ-1
L + λ-1

R

, x < μ

e-λR ( x - μ )

λ-1
L + λ-1

R

, x ≥ μ

pG( x|ν,σ ) =
1

2πσ
exp ( - ( x - ν )2

2σ2 ) (12)

实验证明，模拟pLGMM(L(i )
s ( l ) )时选取NAL = 1、

NG = 3可以获得很好的拟合度。

2.2.2　外部信息转移函数

在DE的PDF基础上，通常需要构建PDF与互

信息的桥梁，进而得到基于互信息测度的EXIT函

数。由于非高斯近似不能使用常规的 J (⋅)函数[19]，

通过一般的理论表达式计算。

I (L(i ) ; Xi ) = 1 - ∫-∞+∞

p ( )L(i )|Xi = +1 ⋅

           lb (1 +
p ( )-L(i )|Xi = +1

p ( )L(i )|Xi = +1 )dL(i ) (13)

结合式(10)~式(13)，便可以计算图 1多用户联

合译码中任意 l 轮用户 i 基于度分布的 EXIT 函数

I (i )
EV、I (i )

EC、I (i )
AV、I (i )

AC。

2.2.3　多用户度分布优化模型

参考点对点信道中优化度分布的数学优化模

型[13]，设 n 个用户系统下任意用户 i 的度分布为

( λ(i ),ρ(i ) )n
i = 1。结合 2.2.1 节和 2.2.2 节的介绍可知，

其EXIT函数的计算与度分布和迭代次数有关，记

为 I (i )
EV ( λ(i ),ρ(i ),l ),I (i )

AC ( ρ(i ),l )。则可以写出式 (14)所

示的度分布优化模型为
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max    R(i ) = 1 - ∑c = 2

dc ρ(i )
c

c

∑
u = 2

dv ρ(i )
c

c

s.t.      C1:  λ(i )
u ≥ 0 , ρ(i )

c ≥ 0

            C2:  ∑
u = 2

dv λ(i )
u

u
= 1 ,∑

c = 2

dc ρ(i )
c

c
= 1

            C3:  λ(i )
u ∑

c = 2

dc

(c - 1) ρ(i )
c ≤ exp ( (h(i ) )2 ) - ε

            C4:  I (i )
EV ( λ(i ),ρ(i ),l ) ≥ I (i )

AC ( ρ(i ),l ) + εl

  

(14)

其中，1 ≤ l ≤ lmax，λ(i )、ρ(i ) 为当前用户优化问题

的变量，优化目标为最大化用户和速率 R(i )。为

了提高操作可行性，在优化n个用户时，考虑从一

个初始度分布 ( λ0,ρ0 ) = {( λ(i )
u,0,ρ(i )

c,0 ) }n
i = 1

dv
u = 2

dc
c = 2 出

发，对任意用户 i 固定其中的{ ρ(i )
c,0 }dc

c = 2，通过寻

找最佳的变量 λ͂(i ) 来获得最大和速率，对应数学

模型改写为

for    { ρ(i )
c,0 }dc

c = 2:

max  ∑
u = 2

λ(i )
u

u λ(i )
u

u
 

s.t.     C1:  ∑
u = 2

dv λ(i )
u

u
= 1,λu ≥ 0 

           C2:  λ(i )
2 ∑

c = 2

dc

(c - 1) ρ(i )
c ≤ exp ( (h(i ) )2 ) - ε 

           C3: ∑
u = 2

dv

λ(i )
u I (i )

EV,u ( λ(i )
u ,l ) ≥ I (i )

AC ( l ) + εl 

 

(15)

其中，u对应变量节点度数。任意用户在{ ρ(i )
c,0 }dc

c = 2

固定不变的条件下，条件C3只与变量{ λ(i )
u }dv

c = 2相

关。该数学优化模型即退化成一个关于参数 λ(i )
u 的

线性优化问题，可以较为方便地获取最优解

{( λ͂(i )
u ,ρ(i )

c,0 ) }dv
u = 2

dc
c = 2 = {( λ͂(i ),ρ(i )

0 ) }。

在具体的多用户度分布优化过程中，数学优化

模型式(15)需要进一步结合实际的场景和设计需求进

行改写。例如，假设在对称高斯MAC信道下，n个

用户采用相同度分布的LDPC码，且 ρ(i )
0 =1对应度

数为dc，数学模型简化为

max   ∑
u = 2

dv λu

u

s.t.     C1:  ∑
u = 2

dv λu

u
= 1,λu ≥ 0 

                     

           C2:  λ2 (dc - 1) ≤ exp (h2 ) - ε
           C3:  ∑

u = 2

dv

λu IEV,u ( λu,l ) ≥ IAC, ( l ) + εl (16)

特别地，对于两用户弱干扰信道，分别对其公

有信息和私有信息码字进行度分布优化，其中每一

组等效为一个多址接入信道处理，每个信道对应一个

类似式(15)的模型。

2.2.4　多用户度分布优化算法

结合式(15)和式(16)，可以给出如下多用户度

分布优化算法步骤。

1) 初始化相关参数：设置对应的用户数n，联

合译码器的最大迭代次数 lmax，度分布优化算法最

大迭代次数K，目标和速率R∗ = { R(i ),∗}n
i = 1。对任

意用户 i,1 ≤ i ≤ n，初始化度分布集合，并计算起

始码率

( ρ0,λk = 0 ) = {( ρ(i )
0 ,λ(i )

u,0 )}n

i = 1

dv

u = 2
→ R0 = { R(i )

0 }n
i = 1

(17)

2) 第 k次迭代中的DE分析：根据当前度分布

( ρ0,λk )和式(10)、式(11)计算所有用户的 PDF向量

P ( λk,ρ0,l )，由于其中 ρ0 固定值，以下均不写入变

量中，具体操作为

( ρ0,λk ) → P ( λk,l ) = {P(i )( λ(i )
k ,l )}n

i = 1
 

P(i )( λ(i )
k ,ρ(i )

0 ,l ) = {p ( )L(i )
VC ( λ(i )

k ,l ) ,

p ( )L(i )
CV ( λ(i )

k ,l ) ,p ( )L(i )
Vs ( λ(i )

k ,l ) ,

}pLGMM( )L(i )
s ( λ(i )

k ,l ) (18)

3) 第 k次迭代中的EXIT分析：根据P ( λk,l )和
式(13)计算所有用户的 EXIT 函数向量 IEV( λk,l )和
IAC(l )，操作为

P ( λk,l ) → IEV( λk,l ) ,IAC(l )
IAC(l ) = {I (i )

AC(l )}
n

i = 1
IEV( λk,l ) = {I (i )

EV ( λk,l )}n

i = 1

   
(19)

4) 检验收敛性条件：任意用户在 l → l max时是

否存在 I (i )
AC(l ) → 1，不满足则重新选取初始参数并

且返回步骤2)；反之，继续下一步。

5) 第 k 次迭代中的优化问题计算：根据

IEV( λk,l )、IAC(l )、( ρ0,λk )借助式(15)计算当前场景

下的数学优化问题，完成对应 l = 1到 l = lmax的线

性优化，并记录优化结果为λk + 1，操作为
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IAC(1) IEV( λk,1) →l → lmax

IAC(lmax ) ,IEV( λ͂k,lmax )
( λk + 1,ρ0 ) = ( λ͂k,ρ0 ) = {( λ(i )

k + 1,ρ(i )
0 )}n

i = 1
(20)

6) 检验优化结果：根据当前度分布优化结果

( ρ0,λk + 1 )计算对应和速率Rk + 1。如果Rk + 1达到目

标速率R∗则终止迭代，并记录当前 λk + 1 为 λ∗，输

出优化结果 λ∗ = {λ(i ),∗}n

i = 1
,λ(i ),∗ = {λ(i ),∗

u }dv

u = 2
；反之，

则继续下一步。

7) 迭代次数更新：k = k + 1，返回步骤2)，直

到满足终止条件或者到达迭代次数上限K。

特别地，如果所有用户度分布相同，则只进行

单一数学模型式(16)的计算，所有用户均输出相同

优化度分布参数λ∗ = {λ∗u}
dv

u = 2
。

2.3　多用户LDPC码构造算法

在上述算法基础上，设计多用户 LDPC 码构

造流程，首先根据具体的应用场景采用 DE-EXI‐

TOA，获得度分布参数，之后生成支持多个移位

值矩阵的 QC-LDPC 码，最后借助矩阵扩展[24-25]，

生成 RC-LDPC 码。多用户 QC-LDPC 码构造算法

如算法 2所示，多用户RC-LDPC码构造算法如算

法3所示。

算法2 多用户QC-LDPC码构造算法

1) 对于任一用户 i，初始化参数，根据多用户

场景使用度分布优化算法，确定设计参数

( λ(i ),∗,ρ(i )
0 )及其码率R(i )。

2) 根据距离优化设计基矩阵的大致结构[23]。

3) 根据步骤1)和步骤2)生成基矩阵B(i )
0 。

4) 设置CPM的大小 a和循环移位值范围，以

pxy填充B(i )
0 获得初始循环移位矩阵P (i )

0 。

5) 对 P (i )
0 分析[6-8]，确定需要进一步优化的子

矩阵部分P (i )
s ，记录大小为ms × ns。

6) 基于代数方法和预设循环移位值范围，设

计循环移位值表 T (i )
c = { txy } ,0 ≤ txy ≤ z，大小为

mc × nc，其中 nc = ns且mc > ms，每行每列元素两

两不同[26]。

7) 借助环加权平均数测度[26]，从 T (i )
c 中选取

ms 行构建子表 T (i )
s 并重新填充待优化子矩阵 P (i )

s ：

P͂ (i )
s = B(i )

s ∘ T (i )
s + B(i )

s - 1。

8) 将重新设计的子矩阵 P͂ (i )
s 替换原矩阵对应部

分得到代数优化的循环移位矩阵 P͂ (i )。

9) 对 P͂ (i ) 进行基于环约束条件的围长分

析[28-29]，并对 P͂ (i ) 中所有 g (4,6,8,⋯)-环上的非负

循环移位值进行更换[26]，更换范围为 0 ≤ pxy < a，

重复操作直到对 P͂ (i )中g-环不再减少。

10) 统计 P͂ (i ) 每个移位值 pxy 所参与的 g-环个

数，选出参与最多的 p∗xy删除为-1（多个则选任意

一个），重复操作直到环长增大或者达到g-环数目

预设目标。

11) g = g + 2，如果未达到围长设计目标，则

转步骤9)，否则将优化围长后的矩阵 P͂ (i )
g 输出，并

根据循环移位值pxy和CPM大小a散列为H (i )。

12) 验证H (i ) 性能是否达到要求，不满足则跳

转步骤 1)对H (i )重新构造，否则输出用户 i的构造

结果H (i )。

13) i + +，跳转步骤1)。

算法3 多用户RC-LDPC码构造算法

1) 对于任一用户 i，使用多用户QC-LDPC码构

造算法构造其QC-LDPC码H (i )。

2) 对H (i )进行矩阵扩展为H (i )
r 。

3) 对H (i )
r 重复环优化操作得到H (i )

rg 。

4) 测试 H (i )
rg 的性能，如果达到要求继续下一

步，否则跳转步骤2)直到满足性能或者达到优化次

数上限。

5) 输出H (i )
rg 。

6) i + +，跳转步骤1)。

特别地，如果所有用户度分布相同，则只进行

一次构造，生成相同QC-LDPC码或RC-LDPC码。

3　仿真分析

3.1　单一速率构造QC-LDPC码性能

首先为了验证度分布优化算法的可行性，在

两用户对称高斯MAC信道中，各用户使用相同度

分布，采用式(16)的优化模型，优化结果如表 1

所示。

以码率为0.5的优化结果为例，采用参数为NAL = 1、

NG = 3的LGMM计算对应外部转移函数。通过索

引联合译码的迭代次数 l验证 IEC在不同信噪比下的

收敛情况，结果如图2所示。

从图 2可以看到，EXIT函数随着联合译码的

迭代次数 l → l max 收敛于 1。以上述码率为 0.4 和

0.6的度分布优化结果为例，采用2.2节所介绍的算

法构造QC-LDPC码，其中码长为 20 000，迭代次

数为200。 
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如图 3 所示，这种基于度分布优化构造的单

一码率码字性能相比文献 [15,20,22]具备一定优

势，在高码率时与文献[21]构造的码字相比具有

更好的低信噪比性能，但在较低码率时还有一定

差距。

类似地，在三用户对称MAC信道场景下基于

度分布优化构造码率为 0.4 和 0.6 的 QC-LDPC 码，

性能对比如图4所示。由于其余文献方法均只适用

两用户，仅使用文献[22]的构造结果进行对比。可

见在更多用户场景下，这种基于度分布优化构造的

单一码率码字性能依然具备优势。

>>[15].B
>>[20].B
>>[21].B
>>[22].B
,,)A/.B

>>[15].B
>>[20].B
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图3　两用户对称MAC信道单一码率码构造性能对比
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图4　三用户对称MAC信道单一码率码构造性能对比

  表1　 不同码率优化度分布数值

码率

0.3

0.4

0.5

0.6

dc

6

6

7

9

(λu,u)

(0.275 1,2)

(0.211 7,3)

(0.219 5,7)

(0.042 5,15)

(0.034 3,16)

(0.067 1,17)

(0.241 1,100)

(0.473 8,2)

(0.092 8,3)

(0.049 8,16)

(0.082 2,21)

(0.022 2,30)

(0.224 6,100)

(0.310 7,2)

(0.283 2,3)

(0.083 4,4)

(0.015 3,21)

(0.019 1,22)

(0.237 0,100)

(0.469 7,2)

(0.093 1,3)

(0.049 8,16)

(0.081 9,21)

(0.081 0,30)

(0.225 0,100)
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图2　EXIT函数收敛性验证
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3.2　构造RC-LDPC码性能

为了验证构造RC-LDPC码的性能，设计最高

码率为0.6的RC-LDPC码。仿真采用对称多址接入

信道，其中在两用户对称高斯MAC信道和三用户

对称高斯MAC信道中，各用户使用相同度分布，

均采用基于式(16)的优化模型，母矩阵优化度分布

数值如表2所示。 

图5和图6分别为在两用户和三用户对称MAC信

道下所构造的RC-LDPC码和其他几种构造码字的性

能对比，码率从左到右依次为0.3、0.4、0.6。

可以看出，采用度分布优化构造方案的码字性

能在较高码率时有着明显性能优势。在高码率 0.6

时，RC-LDPC码性能与单一速率码构造情况几乎

相同；在中码率 0.4 时，性能稍差，损失在 0.1~

0.15 dB；在较低码率0.3时，由于此时受度分布影

响低，再次和单速率QC-LDPC码性能几乎相同，

且相比其他码字的优势变小。

4　结束语

本文提出了一种针对多用户多址接入信道和两

用户干扰信道（等效转换为2个多址接入信道）的

LDPC码构造方案。一方面，设计了多用户度分布

优化算法，为构造码字提供初始参数支持；另一方

面，在矩阵构造过程中综合运用了循环移位值、环

分布、最小距离等优化方案，尽可能提高其性能。

仿真结果证明，该构造方案可以生成性能较为优秀

的单一速率QC-LDPC码以及在一定码率区间内性

能较好的RC-LDPC码。此外，考虑到各用户构造

不同码字会带来很高的复杂度，希望可以在后续工

作中对该方面进行进一步优化。

值得注意的是，虽然本文的构造算法在相同场

  表2　 母矩阵优化度分布数值

信道

两用户

三用户

码率

0.6

0.6

dc

9

10

(λu,u)

(0.505 7,2)

(0.045 4,3)

(0.153 1,21)

(0.295 8,100)

(0.425 3,2)

(0.062 7,3)

(0.149 8,21)

(0.181 9,30)

(0.325 8,100)

55>0.6

55>0.4

55>0.3

>>[15].B
>>[22].B
RC-LDPC5.B
+A;55.B
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图5　两用户对称MAC信道码构造性能对比
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景下相较于其他使用数学优化模型的多用户码设计

方案，使用精确模型 LGMM 会带来复杂度增加，

但通过在计算上采用了固定单一参数简化的方式使

得该缺陷得以弥补。此外，在码构造的研究中往往

更关注于设计结果的性能，故而该构造算法具备实

际的应用价值。
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